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Mathematische Symbole

Mathematische Symbole

=

€ ¢
U

gleich

nach Definition gleich
ungefiahr gleich, rund
kleiner bzw. kleiner gleich
wesentlich kleiner

parallel
kongruent

# ungleich
= identisch
x proportional
> > grosser bzw. grosser gleich

JI nicht parallel
~ dhnlich

rechtwinklig/senkrecht /orthogonal /normal AB Strecke von A nach B

und
oder
Negation

daraus folgt (Implikation)
Element von bzw. nicht Element von
vereinigt mit

{ },0 leere Menge

N

Menge der natiirlichen Zahlen
{1,2,3,4,...}
(nach DIN 5473 mit N* bezeichnet)

Menge der ganzen Zahlen
{...,-1,0,1,2,...}

Menge der reellen Zahlen
(= Menge der Dezimalbriiche)

Griechisches Alphabet

A o a Alpha Hn e Eta

B 8 b Beta © 619 th Theta
I' vy g Gamma 1 i Jota

A § d Delta K & k Kappa
E ¢ e Epsilon A A 1 Lambda
Z ¢ z Zeta Mp m Mi
Intervalle

offen

la,b[ = (a,b) :={z |a<z <bAz €R}

halboffen: links offen, rechts abgeschlossen

la,b] = (a,b] :={z |a<z <bAz R}

vV fiir alle

3 es existiert
( ;\ zyklisch vertauschbar

genau dann wenn (Aquivalenz)
Teilmenge

geschnitten mit

oN g

Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit 0:
No = NU {0}
(nach DIN 5473 mit N bezeichnet)

@ Menge der rationalen Zahlen
(= Menge der Briiche)

C Menge der komplexen Zahlen

NCcZcQcRcC

Nv nNi T = t  Tau

2iE xXi Y @ y  Ypsilon

O o o Omikron @ ¢ ¢ ph Phi

I~ pPi X x ch Chi

P op r Rho W ) psi Psi

¥ o¢ s Sigma Qw o Omega
abgeschlossen

[a,b :={z|a<z<bAz€ER}

halboffen: rechts offen, links abgeschlossen
[a,b[ = [a,b) :={z|a <z <bAz€R}




Vektoren

8 Vektoren

8.1 Grundbegriffe

Definition

Schreibweise

Skalare
und Vektoren

Spezielle Vektoren

Eine unendliche Menge paralleler, gleich
gerichteter und gleich langer Strecken
(Pfeile) heisst Vektor.

Ein Vektor kann durch einen Pfeil repré-
sentiert werden.

Eine Verschiebung (Translation) wird
durch einen einzigen Pfeil (einen Représen-
tanten) aus der unendlichen Menge (Aqui-
valenzklasse) aller parallelen, gleich gerich-
teten und gleich langen Pfeile festgelegt.

Vektoren werden mit Kleinbuchstaben und

einem Pfeil oder mittels Anfangs- und Fid-
—

punlkt bezeichnet: @ = AE

In unserer physikalischen Umwelt werden
hiufig skalare Grossen (z.B. Temperatur,
Masse, Energie, Frequenz) und vektoriel-
le Grossen (z.B. Geschwindigkeit, Kraft,
Drehmoment, elektrische Feldstirke) un-
terschieden. Fiir einen Skalar reicht die
Angabe einer Zahl (bzw. einer Masszahl
und einer Masseinheit). Ein Vektor ist erst
durch seine Linge (seinen Betrag) und sei-
ne Richtung vollstédndig bestimmt.

Der Nullvektor 0 ist ein Vektor mit der
Linge 0 und unbestimmter Richtung.

Zu jedem Vektor @ = AB # 0 existiert
o

der Gegenvektor —a = BA mit derselben

Linge aber entgegengesetzter Richtung wie

a.

Es gilt: @+ (—@) =0

Ein Einheitsvektor € hat die Lange 1.

B’

Yo 3




Rechnen mit Vektoren (Prinzip)

8.2 Rechnen mit Vektoren (koordinatenfrei)

Multiplikation mit
einem Skalar

Addition

Subtraktion

Rechengesetze

34

Fiir r € R\ {0} stellt 7 - @ den Vektor mit
der |r|-fachen Linge von @ dar.

Falls » > 0 ist, hat » - @ dieselbe Rich-
tung wie @, falls r < 0 die entgegengesetzte
Richtung.

Zudem gilt: 0-@ =0

Zwei Vektoren @ und b, die zur gleichen
Geraden parallel sind, heissen kollinear. Sie
sind Vielfache voneinander,

d.h.&:k-goderl;:%-d.

Zwei Vektoren @ und b werden addiert, in-
dem man die Verschiebungen hintereinan-
der ausfiihrt.

@48 =AB +-BC =AC =@

Der Vektor b wird vom Vektor @ subtra-
hiert, indem man zu @ den Gegenvektor —b
addiert.

g-b=a+(-b)=d

Gleichwertig ist: Der Differenzvektor d
wird so konstruiert, dass d + b = @ ergibt.

Es gelten dhnliche Regeln wie fiir das Rech-
nen mit Zahlen.

i+b=b+a
d+(b+c)=(@+d)+c=a+b+c
a+0=a

Fiir andere Rechenoperationen (z.B. Ska-
lar- und Vektorprodukt), bei denen die Re-
chengesetze nicht uneingeschriankt gelten:
(vgl. 46, 11.2)

1.5a

(i
2 _%




Vektorgeometrie im Raum

ne= Xh

Trp T

G

[NARS

Tenec

11 Vektorgeometrie im Raum

11.1 Vektoren im dreidimensionalen Koordinatensystem

Ortsvektor

Linge (Betrag)
eines Ortsvektors

Freier Vektor

Lénge (Betrag)
eines Vektors

Vektor
aus Anfangs-
und Endpunkt

Abstand
zweier Punkte
(Distanzformel)

Mittelpunkt
einer Strecke

Schwerpunkt
eines Dreiecks

Ortsvektoren fithren vom Nullpunkt O(0/0]0)
zu einem beliebigen Punkt P(z|y|z).

T
F=0P = géy+ Y€+ 2€; i= [y]
z

A =r=v@ P +2

Freie Vektoren diirfen parallel zu sich selbst
verschoben werden.

a.,

Oy

-

mit den Einheitsvektoren €. €,. €.

i e 1L /
|CL|=G,=P1P2= aﬁ—%—af,—i—aﬁ

(Raumdiagonale im Quader)

T2 —T1
Y2 = U1
29 — 23

mit Py (x1|yi|z1) und Ps(z2|ys|22)

a= Qié; + aygy =+ azgz =

= ST = sy
G=PP=—7=

PP, = \/(z2—21)% + (y2—41)2 + (20—21)2

i el i
M = 5(7"1 + 7%)
Ao T1+22 : Y1ty Ll 21+22
M 5 Ym D M D)
2 St s
rs = g( 1 + 7£0) S T3) 1
0(0]0]o)
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Rechenoperationen

11.2 Rechenoperationen mit Vektoren

Addition und . Az Zz i ay ‘_Zz
Subtraktion AL0= |ay | = |0y | = | ay=0y
a; bz a _'.bz

ka;
Multiplikation e i e = :
mit einem Skalar ba -k [Zy o ]]:Zy minh =R

Skalarprodukt @-b=a-b- cos ¢

Ay by
= lay| | by | = azbe +ayby +ab,

b b,

¢ ist der Zwischenwinkel von @ und b.
b, ist die senkrechte Projektion von b auf a.

a
Spezialfall Fird#£0,b6£0gilt: G-b=0=d.1b E .

Winkel zwischen Sl EL'_-g i azbz +ayby + a b,
zwei Vektoren a- \/ag +a§ a2 \/bg +b§ b2
ayb.—a.b,
Vektorprodukt é= = | a,by—a,b,
azby—a,b,
cLldaundc L und ¢ bilden ein Rechts-

system. -
¢ = |@xb| = a-b-sin ¢ entspricht dem Flichen-
inhalt des von @ und b aufgespannten Paralle-

logramms. .
Beachte: b x @ = —(a@ x b)
Spatprodukt (@,5,8) = (@xb)-¢=(bx&)-d=(cxa)-b

|(a, E,E')] ist gleich dem Volumen des von @, b
und ¢ aufgespannten Spats.

46




Die Gerade

11.3 Gerade

Parameterform g TrT=r+t-a
x xg 0
g |yl = |w]| +t: |ay
2 Z0 a

Po(zolyolzo) ist ein fester Punkt der Gera-

den g, d heisst Richtungsvektor von g.

t € R heisst Parameter.

g’ ist der Grundriss von g.

Beachte: Eine Gerade im Raum kann nur
mittels Parametergleichung be-
schrieben werden.

Spurpunkte Die Durchstosspunkte einer Geraden mit
den drei Koordinatenebenen heissen Spur-
punkte.

Sy Durchstosspunkt mit der zy-Ebene
S5t Durchstosspunkt mit der yz-Ebene
S5t Durchstosspunkt mit der zz-Ebene

Gegenseitige Lage ¢: F=po+t-d, h: T=go+s-b
zweier Geraden Fiir die gegenseitige Lage zweier Geraden
im Raum gibt es vier Moglichkeiten:

Ga=k:b5?
nein ja
Gibt es ein Paar (t,s),
das alle drei Kompo- Py € h
nentengleichungen oder
erfiill Qo €y
? 2
nein ja | nein ja
wind- Schnitt- zusammen-
schief Bt Eailel
Winkel zwischen Fiir den Zwischenwinkel ¢ gilt:
zwei Geraden RS
a-b
CosSp = —
i a-b

@ und b sind die Richtungsvektoren der bei-
den Geraden.
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Die Ebene

11.4 Ebene

Parameterform

Koordinatenform

Achsenabschnitts-
form

Spurgeraden/
Spuren

Normalenvektor

Normalenform

Hessesche
Normalform

Spezielle Lagen
von Ebenen

48

€: F:Fo-l—u-d-i—v-g

Py ist ein fester Punkt der Ebene &€ mit
dem zugehorigen Ortsvektor 7. @ # 0 und
b # 0 sind zwei nicht kollineare Richtungs-
vektoren (vgl. 46: Multiplikation mit einem
Skalar) der Ebene.

u,v € R heissen Parameter.

e: Az+By+Cz+D=0

x z
el Y iy
(o) =5l miie
a, b, c sind die Achsenabschnitte von &

S1, S2, 83 heissen Spurgeraden von &

Die Schnittgeraden zwischen einer Ebene
und den Koordinatenebenen heissen Spur-
geraden.

Nigs A
n=|ny| =|B
1 C

ist ein Normalenvektor zu e

e (F—79) =0
¢ ist durch einen Punkt P, sowie einen Nor-
malenvektor 77 gegeben.

! A:c+By+Cz+D_0
VAt B+ CE

Ebenen, die senkrecht auf einer Koordina-
tenebene (Rissebene) stehen, heissen pro-
jizierende Ebenen.

2.B.Az+By+D=0 (C=0)

Ebenen, die parallel zu einer Koordinate-
nebene liegen, heissen Hauptebenen.
z.B. By+D =0 (A=C=0).




Die Kugel

Abstand Fiir eine Ebene ¢ in der Koordinatenform
eines Punktes und einen Punkt P;(z1|y1|z1) gilt fiir den
von einer Ebene Abstand d von P, zu &:
g Ax1+By1 +C’zl+D
AT B2 L2
B
@
I
%

Winkel zwischen Fiir den spitzen Schnittwinkel ¢ zwischen
zwei Ebenen den Ebenen ; und &5 mit den Normalen- 1

vektoren UAH und n2 gllt 2-dimensional

' iy - oo ‘ D)
cosp = |——
¢ ny - N9
Neigungswinkel Fiir den spitzen Neigungswinkel v zwischen
zwischen einer einer Geraden g mit dem Richtungsvektor
Geraden und @ und einer Ebene ¢ gilt:
einer Ebene : e
siny =
a-n

D ist der Durchstosspunkt von g mit €.

11.5 Kugel
Gleichung der Die Kugel K hat den Mittelpunkt
Kugel mit Vektoren M (u|v|w) und den Radius R:

K: (F—7u) - (F—Fu) = R?

7 ist der Ortsvektor zu einem beliebigen
Punkt auf der Kugeloberfléche.

Koordinatenform K: (x—u)?+(y—v)2+ (z—w)? = R? 0(0/00)

49
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Die Vektortypen im Business Engineering
Grundsatzlich eignen sich Vektoren immer dann, wenn es darum geht, mehrere Eigenschaften eines
Objektes im Zusammenhand darzustellen.

Fiir die Anwendung der grafischen Vektoren in der Okonomie hat es sich gezeigt, dass die
Unterscheidung in zwei Vektortypen (Vektortyp 1 und Vektortyp 2) hilfreich ist.

Beim Vektortyp 1 konnen fiir die beiden Achsen beliebige Metriken — normierte (objektive) oder
nicht-normierte (subjektive) — verwendet werden. Einzige Bedingung ist, dass die einzelnen
Objekte mit den gleichen Kriterien "gemessen" oder bestimmt werden.

Nutzen:
Mit diesem Vektortyp werden Details und Zusammenhange nicht mehr separat dargestellt,
sondern gemeinsam. Das er6ffnet vollig neue Perspektiven in der Abbildung, der Diskussion
und der Simulation von wirtschaftlichen Realitaten.
Komplexe Prozesse werden daher eher liberblickbar und "handhabbar".

Beim Vektortyp 2 wird die Vektorspitze tiber zwei (normalerweise monetéare) Stitzpunkte auf der x-
Achse bestimmt.
Zum Beispiel Kaufpreis und Herstellkosten — oder Borsenkapitalisierung und Bilanzsumme auf
der horizontalen Achse. Durch die Umrechnung auf die y-Achse kann dann der subjektive Wert
des Kaufers numerisch (und auch grafisch) eindeutig bestimmt werden.
Dadurch ist es in den Wirtschaftslehren erstmals moglich mit subjektiven und objektiven
Werteigenschaften — Kosten und Nutzen beispielsweise — gleichzeitig zu rechnen.

Nutzen:
Mit diesem Vektortyp wird eine mathematische Verbindung zwischen der expliziten und der
impliziten Wertachse geschaffen.
Damit erhalten erstmals die subjektiven Werteigenschaften von Kaufern, Shareholdern,
Stakeholdern.... rationale und logisch wissenschaftliche Kennzahlen und Massstébe, die es
erlauben, mit subjektiven Werteigenschaften zu rechnen.
Der Vektor wird dadurch zu dem idealen Instrument fiir die Quantifizierung der neueren

6konomischen Entwicklungen wie "Behavioral Economics", "Social Economy", "Econophysics",
"Hybride Wertschopfung".......

Weitere Erlduterungen und Beispiele fiir verschiedene monetare und nicht-monetdre Werte-
Metriken finden Sie unter den nachfolgenden Links:
http://www.bengin.net/zbu/spec.htm

http://www.bengin.net/soft/vektorbeispiele01 d.htm

http://www.bengin.net/math/math metriken.htm

-11-
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Rechte

Anfragen, welche die Urheberrechte fiir die Anwendung der grafischen Vektoren in der Okonomie
betreffen, sind an den Autor der Business Engineering Systeme zu richten.

Ingenieurblro fur Wirtschaftsentwicklung | Dipl. Ing. Peter Bretscher | peter.bretscher@bengin.com
Alpsteinstrasse 4 | CH - 9034 Eggersriet | T: +41(0)71 877 14 11 | M: +41(0)79 650 49 04

Web: www.bengin.com

Blog: www.bengin.com/wp/

Twitter: http://twitter.com/peterbretscher
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Weitere Informationen:

Project NEMO (New/Next Economic Model): http://project-nemo.org

INSEDE (Institute for Sustainable Economic Development): http://insede.org

Business Engineering Systems (Principles, rules, tools): http://bengin.net/bes/
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